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Einleitung. 



Geschichtliches über die Hyperbel. 

Literatur: M, Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, S Bd. 

Der wesentliche Unterschied zwischen der Geometrie der 
Alten und der analytischen Geometrie besteht in der Anwendung 
des Vorzeichens. 

Die Alten betrachteten die geometrischen Gebilde, wie 
Flächen, Strecken etc., als etwas Gegebenes, als absolute 
Größen, während die neue Geometrie immer auf die Entstehung 
derselben zurückgeht, also z. B. den Strecken und Geraden eine 
bestimmte Richtung, einen Sinn beilegt, so dass dieselben 
stets zwei Richtungen, d. i. zwei Zeichen haben. Um den ver- 
schiedenen Geraden der Ebene gesetzmäßig bestimmte Richtungen 
beilegen zu können, sind zwei Grundrichtungen nöthig, d. h. ein 
Coordinatensystem. 

Da dies letztere eine Folge des ersteren ist, so hatten die 
Alten naturlich davon noch keine Kenntnis, aber fast unbewusst, 
weil nothw endig, drängten sich ihnen gewisse Grundlinien auf, 
mit denen sie dann nach ihrer Weise arbeiteten. Unter diesen 
Grundlinien sind zu verstehen der Durchmesser des Kegelschnittes 
entsprechend unserer Abscisse und die jenem Durchmesser im 
Scheitel conjugierte Berührungslinie, die unserer Ordinate entspricht. 

Ein weiterer Unterschied zwischen der Euklid 'sehen und 

der Cartesian 'sehen Geometrie, jvie man die analytische 

Geometrie vielleicht auch nennen könnte, liegt in der Bezeichnung. 

Die Alten bezeichneten die Strecken durchwegs mit zwei Buch- 

1* 
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Stäben, die sie an die Enden derselben setzten, Cartesius dagegen 
bezeichnete die Strecken zuerst durch einzelne Buchstaben, denen 
er leicht ein Vorzeichen geben konnte. 

Es ist klar, dass die Formeln dadurch an Einfachheit und 
Übersichtlichkeit ungemein gewonnen haben; die Geo;netrie ist 
nun mit der Arithmetik auf dag Engste verknüpft, denn man 
kann mit den geometrischen Gebilden wie mit Zahlen rechnen. 
Die alten Geometer hingegen brauchten einen großen Apparat 
von Strecken und Proportionen, mit deren Hilfe sie die einfachsten 
Sätze auf großen Umwegen beweisen mussten, wie einige Sätze 
aus ApoUonius Pergaeus im zweiten Theile dieser Programm- 
arbeit zur Genüge darthun werden. 

Nach Cantor, dem wir in der folgenden historischen 
Skizze über die Kegelschnitte im allgemeinen und über die 
Hyperbel im besonderen folgen werden, waren bereits Pythagoras 
und den Pythagoräern (Pythagoras von Samos lebte nach 
Roth von 569—470, nach Zeller von 580—500 v. Ch. G.; 
seine Schule hielt sich bis ungefähr 450 v. Ch. G.) die drei 
Curven, Ellipse, Hyperbel und Parabel insoweit bekannt, dass 
sie dieselben bei der Lösung von Aufgaben über Plächenanlegung 
benothigten, ohne jedoch ihre sonstige Bedeutung und Eigen- 
schaften zu kennen. 

M e n ä c h m u s (2. Hälfte des IV. Jahrhunderts v. Ch. G.) 
löste die Aufgabe der Würfelverdopplung mit Hilfe der Hyperbel 
und Parabel; er kannte bereits die Asymptoten der Hyperbel 
und diejenigen Grundeigenschaften dieser und der Parabel, welche 
die analytische Geometrie durch die Gleichungen 

y^ =1 a X und x y ^= c^ auszudrücken weiss. 

Es sei hier bemerkt, dass die Namen Ellipse, Hyperbel 
und Parabel viel späteren Ursprungs sind und dem ApoUonius 
von Pergä gehören. 

Die Alten kannten nur gerade Kreiskegel und unterschieden 
drei Arten derselben, je nachdem die Umdrehungsachse mit der 
Hypotenuse des den Kegel erzeugenden Dreieckes einen Winkel 
bildete, der kleiner, gleich oder größer als die Hälfte eines rechten 
Winkels war. Durch Schnitte senkrecht zur Kegelseite erhielten 
sie dreierlei Curven, welche sie den Schnitt des spitz- 
winkligen, rechtwinkligen und stumpfwinkligen 
Kegels nannten. 



Euklid (in der Zeit von 300 — 200 v. Ch.), dessen Elemente 
die Grundlage der gesammten Geometrie bis auf unsere Zeit 
geworden sind, stellt in seinen Daten — SeSifJieva — folgenden 
Satz (Satz 58 und 59) auf: „Wenn ein gegebener Kaum einer 
gegebenen geraden Linie angefügt, aber um eine der Art nach 
gegebene Figur zu klein, IXXetTuov (zu groß, ÖTuepßaXXov) ist, so 
sind die Seiten der Ergänzung (des Überschusses) gegeben.** 

Auch Euklid hat nicht erkannt, dass diese in der Ebene 
erzeugten Curven dieselben seien, welche auf dem Mantel ge- 
schnittener Kegel entstehen. 

Archimedjes von Syrakus (287 — 212), der die Quadratur 
der Ellipse und der Parabel erfand, scheint gerade der Hyperbel 
weniger Aufmerksamkeit geschenkt zu haben. 

Der erste, der die Entstehung aller Kegel- 
schnitte an jedem Kegel und jene Eigenschaften 
derselben erkannte, die wir heutigentags aus den 
Scheitelgleichungen der drei Kegelschnitte her- 
auslesen, und der mit Rücksicht auf gewisse Eigen- 
schaften derPlächenanlegung denselben die Namen 
Ellipse, Hyperbel und Parabel gegeben hat, war 
Apollonius vonPergä, mit dem das Jahrhundert des Euklid 
einen würdigen Abschluss fand. Mit diesem „großen Mathe- 
matik^er,** wie ihn seine Zeitgenossen nannten, wollen wir uns 
etwas eingehender beschäftigen. 

Sein Hauptwerk sind die acht Bücher der Kegel- 
schnitte — xü)vixa. Im I. Buche zeigt Apollonius, wie je nach 
der Richtung der Schnitte zur Seite des Achsendreieckes die 
verschiedenen Kegelschnittscurven auf der Kegeloberfläche 
erscheinen. Dann bespricht er Durchmesser, Scheitel, 
Mittelpunkt, Achsen und jenes ^, an welches ein gewisser 
Flächenraum in Gestalt eines Parallelogrammes angelegt werden 
soll (Flächenanlegung), eine Linie, welchen wir den Para- 
meter nennen, und der Apollonius den Namen „die Errichtete*' 
— dp&f] — gab. Daran knüpft er Betrachtungen über die 
Berührungslinie an irgend einen Punkt eines Kegelschnittes 
und über die Vielheit conjugierter Durchmesser, welche 
möglich sind. 

Im II. Buche sind zunächst Eigenschaften der Asymptoten 
der Hyperbel auseinandergesetzt. 
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Im III. Buche lässt er Verhältnisse von Producten 
aus Tangenten und Secanten der Kegelschnitte auftreten. 
Daran schließen sich Sätze über Flächen und über die Brenn- 

• 

punkte der Ellipse und Hyperbel, über conjugierte Linien 
und über die constante Summe und Differenz der 
Brennstrahlen. 

Im IV. Buche findet er unter anderm auch bei der Unter- 
suchung, wie viele Punkte Kegelschnitte mit Kreisperipherien 
und mit andern Kegelschnitten gemein haben können, ohne ganz 
und gar zusammenzufallen, dass Hyperbel und Parabel, wenn 
letztere die äußere Curve ist, nur einen Berührungspunkt 
gemeinsam haben; diese Sätze hatten für die Griechen wegen der 
Aufgabe über die Würfelverdopplung ein weit höheres Interesse 
als für die neueren Mathematiker. 

Im V* Buche vereinigt er die Sätze über die längsten 
und kürzesten Linien, die von einem Punkte an den Um- 
fang eines Kegelschnittes gezogen werden. „Möglicherweise*', 
sagt Cantor, „ist es sogar nicht zu weit gegangen, wenn man 
annimmt, ApoUonius habe die stetige Aufeinanderfolge der 
Krümmungsmittelpunkte, d. h. jene Curve geahnt, wenn auch 
nicht untersucht, welche wegen anderer Eigenschaften den Namen 
der Evolute erhalten hat.** 

Das VI. Buch behandelt gleiche und ähnliche Kegel- 
schnitte. 

Im VII. Buche finden sich Sätze über complementäre 
Sehnen, welche conjugierten Durchmessern parallel laufen, 
Sätze über "■ die constante Summe der Quadrate conju- 
gierter Durchmesser. Ferner gibt er hier die Entwicklung 
des Flächenraumes jener Parallelogramme, deren 
zwei aneinanderstoßende Seiten die Hälfte zweier conjugierter 
Durchmesser sind. 

Besonders in der Behandlung dieser Sätze bewundern wir 
ApoUonius, da er dieselben geometrisch ableitete und zahlreiche 
Einzelnfälle unterscheiden musste. 

Das VIII. Buch, das uns verloren gegangen ist, enthielt 
bestimmte Aufgaben über Kegelschnitte. 

Dies in gedrängtester Kürze der Inhalt der acht Bücher. 
Schon daraus ersehen wir, wie genial und gewandt, aber auch 
mit welch unendlichem Fleiße ApoUonius dieses Gebiet der 
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Geometrie bebaut und bearbeitet hat. Es sei noch bemerkt, dass 
dieser wahrhaft große Mathematiker noch ungefähr 8 andere 
Werke aus dem Gebiete der Mathematik, auch des rechnenden 
Theiles derselben, geschrieben hat, die uns mit Ausnahme eines 
einzigen leider verloren gegangen sind. 

Die Lehre von den Kegelschnitten hat sp^tterhin keine 
wesentliche und hier bemerkenswerte Ergänzung und Ausbildung 
erfahren, bis der große Philosoph und noch größere Mathematiker 
Rene Descartes du Perron (1596 — 1650), latinisiert Car- 
tesius, auf den Plan trat und durch eine neue Methode, die wir die 
analytische nennen, die Berechnung der Kegelschnittslinien unge- 
heuer vereinfachte. Diese Methode hat sich im Laufe der Zeit immer 
mehr und mehr vervollkommt und auch neue Sätze über die Hy- 
perbel zutage gefördert, deren erschöpfende Behandlung aber hier 
nicht am Platze ist, da durch den Vergleich mit der Verfahrungs- 
weise der Alten dieser Arbeit gewisse Schranken gezogen sind. 



A. 

Die Eigenschaften der Hyperbel^ dargestellt 
nach der analytischen Methode. 

Literatur: Clebsch — Liii^emann, Vorlesungen über Geometrie. Leipzig, 

1876. L B. 
Ganter und Rudio, die Elemente der analytischen Geometrie 

der £bene. Leipzig 1888. 
Salmon— Fiedler, analytische Geometrie der Kegelschnitte. 

5. Aufl. Leipzig 1888, L und IL B. 

I. Definition und Gleichungen der Hyperbel. 

Die Hyperbel wird gewöhnlich definiert als der geometrische 
Ort eines Punktes, für welchen die Diflferenz der Abstände von 
zwei gegebenen Punkten constant ist. 

Um die Gleichung dieser Curve auf die einfachste Weise 
zu erhalten, legen wir das rechtwinklige Coordinatensystem so, 
dass die beiden fixen Punkte (Brennpunkte genannt) Fi und F2 
auf der X Achse symmetrisch zur Y Achse zu liegen kommen. 
Die Entfernung eines jeden Brennpunktes vom Ursprünge nennen 
wir e = lineare Excentricität, die constante DifiFerenz ihrer Ent- 
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femungen vom beweglichen Punkte ilf sei 2a; bezeichnen wir 
ferner diese Entfernungen selbst mit r^ und r2, so ist 

ri — rg = 2a (1) 

Fig. 1. 



¥(^'9) 




Setzt man diese Ausdrücke für t\ und r2 in der Gleichung (1) 
ein, so erhält man: 

^ (a; 4- «)« 4-"yä — ^ (a; — «)2 +~2/2 = 2a 

x^ -^ 2ex -{- e^ -^ y^ = 4 a^ -{- 4a ^^^ ZT^^jä" 4."^ _|_ ;3r;a __ 

2 e o; + e^ + ^* 
4ea? = 4a2-|-4a J (x — e)^ + y« 

e a; — a^ = a J (x — e)^ + y« 

ß« oja — a* ^»2 — a» y2 = «2 6^ — a* 
a;2 (g2 _ ^2) ^ a^y2 = ^2 (^2 _ «a)^ 



Setzt man e^ — a2 = b^^ wo b eine reelle Größe bedeutet, so ist 
f)% a;2 — a* y2 =— ^a ja Q^^r 



a 



2 



62 



^ j_ 1 



(2) 



die gesuchte Gleichung. . 

Da im Dreiecke (Fig* 1) F^ h\ M r^ — ^2 7 2 e, also 
2 a "7 2 e oder a "7 ^ ist, so muss a^ — ^ = b^ immer eine reelle 
Zahl sein. 
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Die gefundene Gleichung wird aus einem später zu er- 
wähnenden Grunde Mittelpunktsgleichung genannt zum 
Unterschiede von der Scheitelgleichung, die man aus (2) durch 
die Transformation x = x' -}- a^ y = y' erhält. 



Es ist nämlich 



x'^ . 2x' . . /a 



t% 



+ 



oder wenn man 






a 
26« 



+ 1 - 



b* 



= 1 



.a 



X' + 

==: p und -V 



62 



a 



2 



X 



/2 



= q setzt, und für x^ und y' 



wieder a?, y schreibt, y^,= 2p x >^ q x^ (3), 

Die Bezeichnung dieser Gleichung als Scheitelgleichung 
wird ebenfalls später begründet-^werden. 

Man kann jedoch diese Gleichung auf Grund einer neuen 
Aufgabe auch direct erhalten, ähnlich wie die Gleichung (2); 
darauf beruht die zweite Definition der Hyperbel. 

2. Es soll der geometrische Ort eines Punktes gefunden 
werden, für den der Quotient seiner Abstände von einem gegebenen 
festen Punkte und einer gegebenen festen Geraden constant und 
zwar größer als 1 ist. 

Wir legen das rechtwinklige Coordinatensystem so, dass 
die X Achse normal zur gegebenen Geraden, welche Directrix 
genannt wird, ist, und der gegebene Punkt in der X Achse liegt. 
Der Ursprung des Systems wird erst später bestimmt. Nennen 
wir den Abstand des gegebenen Punktes vom Ursprung /, den 
Abstand der gegebenen Geraden d, dann ist (Fig. 2) 

Fig. 2. 
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FM 

-pruT- =£"71 (e ist die numerische Excentricität.) 

UM ^ ^ 



FiW = {x -^ff + y2 ; RM= x — d, daher FM'' = e^ RM^ 
{^-jf+f = ^H^-df (4) 

x^ — 2fx-\-f +/ — £2 (aj2 — 2dx-{- d^) = 4d- 
x^ (1 — £2) + y2 _ 2x (f— d £2) +/2 _ c?2 £2 = -e- 

Nun wählt man den Anfangspunkt so, dass f ^ — d^ t^ = -6^7 
f = :y_d z^ f = — rf £, das heißt der Ursprung liegt zwischen 

/ 
F und g^ d =■ — -=^ , dann wird die Gleichung 

Cr 

^^l^ e«) + / -2a; (/ +/ e) = -e-. 
Setzt man f {\ -\- z) = p und z^ — 1 = 2? 

so ist y^ = 2 ji; a; + 3' a?^ (5). 

(Anmerkung: Setzt man / — d e^ = -9-, so erhält man 
die Mittelpunktsgleichung.) 

Endlich wäre 3. noch zu erwähnen, dass auch die allge- 
meine Gleichung zweiter Dimension 

aji aj2 + 2 «12 a? y + «22 y^ + 2ai3 a? + 2023 2/ + «33 = -e- 
eine Hyperbel darstellt, w^enn sie nicht in zwei lineare Pactoren 
zerfallt, d. h. wenn die Discriminante 

/\= a^i «22 ^33 — ^11 ^^23 — ^22 ^ 13 "" %2 « 12 I ^ ^12 ^13 ^3 ~1 1—'^ 

und Z> = «11 «22 — 0^2 L -O^ ist. 
4. Polargleichung, 
a) bezogen auf den Mittelpunkt. 

X // 

Substituiert man in die Gleichung (2) — — y^ = 1 

die Transformationsformeln x = r cos 9 ; y = /• sin (p, so erhält 

man: 

p^ cos^ 9 /-^ sin^ 9 , 

—^2 p = 1 ^^^^ 

cos^ cp sin^ (p 1 ^ 

— i-^ ~ 72 = -J-^ ferner 

«2 62 

= r^ , endlich, da 



6^ cos^ 9 — «^ sin^ 9 

0(2 _j_ J2 =^ ^ un|j gjn2 cp zz= 1 — cos^ 9 ist, 

«2 ft2 J2 

^ =" "i i i- » woraus r^ = -^— ^^- (6), 

ß^ cos^ cp — ar £^ cos^ 9 — l 

wobei - = £ die numerische Excentricität heißt, 
« 
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b) bezogen auf den Brennpunkt. 

In der Regel gebraucht man die Polarcoordinaten, wenn 
mit t zusammenfällt, d. h. (Fig. 2) wenn OF = / = -©- ist. 
Die Gleichung (4) (x — /)2 -|- y2 __ gs ^^ — fjy lautet dann 

x^ -^ f = £2 (x — df . 

Setzt man wieder x r = ^^ x = r cos cp, y = r sm cp , dann wird 
r^ z= e^ (r cos cp — cP) oder 

[r — e (r cos cp — d)] [r + £ (cos 9 — d)] = -0-, 
wobei zu bemerken ist, dass dieses Zerfallen des Kegelschnittes 
rein formell ist, da beide Factoren genau dasselbe darstellen, in- 
dem sich eine Formel in Polarcoordinaten nicht ändert, wenn 
man für r : — r und für 9 : tc -f" T setzt. Nimmt 

man also r + s (r cos cp — d) = -0-. so ist r = - — ; 

' ^ ^ ^ 1 + e cos (f 

P 
oder, wenn z d = p. r = — -^ r— ^ (7) 

' ^ £ COS cp + 1 

11. Discussion. 

Die Mi^telpunktsgleichung —^ jy = 1 sagt, dass die 

Curve zur X und Y Achse symmetrisch gelegen ist, also aus vier 
congruenten Theilen besteht. Ebenso ergibt sich unmittelbar, dass 
x'~/ a sein muss, während y durch keine Grenzen eingeschränkt 

ist. Es folgt daraus, dass jeder Punkt der Curve mindestens den 
Abstand H;^ a von der Y Achse hat, also die Y Achse nie von 
der Curve getroffen wird, dass ferner bei zunehmendem x auch 
das y wächst, so das die Hyperbel sich in's Unendliche erstreckt. 

Die Punkte y = -9-, a? = +; a heißen Scheitel der 
Hyperbel, daher die Bezeichnung Scheitelgleichung. Die 
Verbindungslinie der beiden Scheitel ist 2 a und heißt Haupt- 
oder reelle Achse der Hyperbel. Die Nebenachse findet man aus 
^ — a^ = V^ und liegt in der Y Achse. 

Legt man durch eine Gerade y = |x a?, so schneidet 
diese die Hyperbel in den Punkten 

a h 

a J fi 



^17 2 = ± >/ 2^2 __ a2 (X2 
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Wie man sieht, sind diese Schnittpunkte nur so lange reell, als 



¥ — (t^ ^~7 ^ oder |i i /_ 



a 



ist : für a = + - lieeren die 



Schnittpunkte im Unendlichen und für 



7 



a 



sind dieselben 



imaginär. 

Die Strecke der Geraden y = |jt o?, welche zwischen den 

beiden Schnittpunkten liegt, wird immer durch halbiert; es 

heißt daher jede Gerade y = p, a? ein Durchmesser der 



Hyperbel, reell oder imaginär, je nachdem 



V- 



L 
7 



a 



und Oder 



Mittelpunkt ist ; datier auch die Bezeichnung Mittelpunkts- 
gleichung. 

Die Grenzlagen der reellen Durchmesser y = ^ — x 

heißen Asymptoten der Hyperbel. Ihre Beziehung zu den 
beiden Brennpunkten ergibt sich aus a^ -\- b^ =z e^. 

Um das Verhältnis der Asymptoten . zur Hyperbel kennen 
zu lernen, betrachten wir beide Gebilde im ersten Quadranten; 
denn das genügt, weil die Hyperbel aus vier congruenten Theilen 
besteht. 

Es ist y = -^ X die Asymptotengleichung, 



a 



vi — j— j die etwas modificierte Hyperbelgleichung. 
Lassen wir das x in beiden Gleichungen wachsen, so wird 



y = — X vi 



a 



X 



immer kleiner und die Ordinaten beider Curven für dasselbe 



X nähern sich immer mehr, bis sie für ic = oo zusammenfallen, 
d. h. es nähert sich de"r entsprechende Zweig der Hyperbel fort- 
während der Asymptote ; daher auch die Bezeichnung (vly letztere. 
Man kann die Asymptotengleichung auch erhalten durch 
Zerlegung der linken Seite der Hyperbelgleichung, indem man 



-Tj ^-- = -e- setzt; daraus f- = ^ und 1- -^ = ^. 

a^ er ab ab 

Ist b = a^ dann ist |J. = i: 1, die Asymptoten stehen aufein- 
ander senkrecht; die Gleichung der Hyperbel wird in diesem 
Falle a? — y^ = «^ und man nennt die Curve eine gleich- 
seitige Hyperbel; sie verhält sich zur allgemeinen Hyperbel 
wie der Kreis zur Ellipse. 
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Die Curve gestaltet sich nach dem Gesagten folgendermaßen : 

Sie besteht aus zwei vollständig von einander getrennten 

zur Y Achse symmetrischen Theilen. Der eine Theil liegt rechts 

von der Geraden x = a^ und ist vollständig eingeschlossen von 

den beiden zur -X Achse symmetrisch gelegenen Geraden 

«/ = + — X. Er steigt von dem Punkte x = a der X Achse auf 

nach beiden Seiten symmetrisch zur Achse und nähert sich immer 
mehr und mehr jenen beiden Geraden, ohne sie wirklich zu er- 
reichen. Einen ähnlichen Verlauf nimmt der zweite Theil auf 
der anderen Seite der Y Achse. 

Eine specielle Rolle spielt die Ordinate im Brennpunkte; 

\^i X = e = J a^ -\. i)^ . dann ist y = + = P und wird 

Halbparamet^r genannt. 2p heißt der Parameter. Das- 
selbe 2) kommt auch in der Scheitelgleichung (3) und in der 
Polargleichung (7) vor, denn im letzteren Falle ist p = r, wenn 

cp = also nach r = z — ; , r = e d, also e d = p ist. 

2 1 -|- e cos 9 

Es liegt nahe, zu untersuchen, ob nicht auch den imaginären 
Durchmessern eine geometrische Bedeutung zukommt. 

Der halbe reelle Durchmesser 

r = yj aß -^ y^^, also f = x^ + y^ = —f,^ -^^ 

... * a^ h^ 

(vide Discussion) oder r^ = -y- ^ — t-z — , 

^ ^ b^ COS'' cp — ar mn^ 9 

da (X = tang 9 (= Richtungscoefficient) ist. 

h 



Ist nun 



V' 



b^ 
"7 — oder \i^ ~y - ^ also ä^ sin^ cp ~7 b' cos- 9, 

dann ist r^ ^ ^. Wir setzen daher p^ = — r^ (8) 

und können nun auf jedem imaginären Durchmesser mit der 

Anomalie o? ~7 — von aus zwei Strecken p = + J _ ^2 

a ^ — y 

abtragen. Für jeden der so erhaltenen Punkte N und N^ gilt 
die Gleichung (8). 

Es folgt daher weiter: 



d^ sin^ (f — W cos^ ^ ^ a^ p2 gjj^a ^ — j2 p2 ^^92 ^ 
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man 



oder 1 = P^^ - P-!-^. Setzt 

p sin 9 = y, p cos (f = a?, dann folgt : 

^ — -— = 1, Es ist also die Gesammtheit aller Punkte 'M 

und N' wieder eine Hyperbel, welche die conjugierte Hyperbel 
der gegebenen genannt wird. 

Es herrscht zwischen den beiden conjugierten Hyperbeln 
vollständige Eeciprocität. 

Ihre Achsen fallen zusammen, sind jedoch vertauscht; es 
ist nämlich die Hauptachse der gegebenen die Nebenachse der 
conjugierten Hyperbel und umgekehrt. 

Die reellen Durchmesser der gegebenen sind die imaginären 
der conjugierten Hyperbel und umgekehrt. 

Die Asymptoten sind gemeinsam. 

Fig 3. 




III. Die Hyperbel und die Gerade. 

Eine Gerade hat mit der Hyperbel im allgemeinen 2 Punkte 
gemein, da ihren Gleichungen zwei gemeinschaftliche Auflösungen 
entsprechen. Sind diese Auflösungen reell und verschieden. 
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dann spricht man von zwei reellen, von einander verschiedenen 
Schnittpunkten und die Gerade heißt eine S e c a n t e der Hyperbel. 
Sind die Lösungen reell und gleich, dann heißt die Gerade eine 
Tangente der Hyperbel; sind sie jedoch imaginär, dann hat 
die Gerade mit der Curve keinen Punkt gemein. 
Es sei also gegeben: 

y = ^i X -{- m und 

^ _ ?!- = 1 

Quadriert man die erste Gleichung und setzt für y^ in die zweite 

ein, dann kommt: 

b^ a? — a^ (lix + mf = a^ ¥ , 

{b^ a^ V?) x^ — 2\ima^ X — a' (6- + vw^) = ^ (9) 

Setzt man x = — , dann ist 

z 

a^ {¥ + im) z^ -\-2^ma^ z — {h^ —a^ v^) = -e- (10) 

Je nachdem nun die Discriininante dieser Gleichung 
D = |i2 m2 a* + «2 (62 _^ ^2) (j? _ a^ jj^,) ^ «^2 j^ (,^2 ^ jg _ ^2 ^) 

positiv, null oder negativ ist, sind die 

verschieden 

. , oder imagmär. 

gleich 

a) Ist nun h^ — c? }^ ~J ^, oder ^ [_ -^, dann ist die 

Gerade zu einem Hauptdurchmesser parallel, und zufolge der 

Discriminante existieren zwei reelle, von einander verschiedene 

Schnittpunkte z^ und z^ und ebenso für (9) x^ und x^, 

Nach (9) ist überdies noch das Product x^ x.^ /_ ^, so 

dass die Schnittpunkte zu beiden Seiten der Y Achse sich be- 

finden, d. h. die Gerade schneidet beide Aste der Hyperbel. 

ja 

b) Ist jedoch ¥ — a^ ^^ /_ ^, |a^ "7 -2^ ? dann ist die Gerade 

zu einem Nebendurchmesser parallel, und es ergibt sich aus der 

Discriminante, dass, je nachdem m^ "7/_ Iß — a^ (i^ ist, D = ^ 

ist, so dass auch entsprechend die Schnittpunkte reell und ^ver- 
schieden, reell und gleich oder imaginär sind. Da in diesem 
Falle das constante Glied in (9) positiv ist, so liegen die Schnitt- 
punkte immer auf derselben Seite der Y Achse, und die Gerade 
schneidet nur einen Hyperbelast. 



Wurzeln reell 
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c) Ist endlich J^ ^ d^ ^^ z= ^, dann ist die Gerade einer 
Asymptote parallel. Es ist eine Wurzel der Gleichung (10) gleich 
Null, also die entsprechende Wurzel von (9) unendlich, während 

die andere Wurzel von (9) den Wert ar^ = — ^c — hat. Da 

2 ^m 

ist also der Geraden und der Hyperbel ein Punkt im Endlichen 

und einer im Unendlichen gemeinsam. 

Satz: Jede zu einer Asymptote parallele Gerade schneidet 
im Endlichen die Hyperbel nur in einem Punkte. 

Ist m = ^, so rückt auch dieser Punkt in's Unendliche, 
und die Gerade wird zur Asymptote. (Man fasst in diesem Sinne 
die Asymptote auch als Tangente auf. Siehe unter „Tangente.*') 



IV. Conjugierte Durchmesser und Tangenten. 

1. Satz. Die Mittelpunkte paralleler Sehnen einer Hyperbel 
liegen auf einem Durchmesser. 

Beweis. Es schneide die Gerade y = (i a? + m die Hyperbel 

-7— = 1 in zwei reellen Punkten P^ und Po. Die Abscisse 

des Mittelpunktes der Sehne P^ P^ ist zufolge der Gleichung 
(9) X = ■^3_ = ^f-^^, und die Ordinate 

f 

u? m a^ , mh^ 

y = ]xx -]- m= j- 5-^- -\- m= - . 

^ * ¥ — a^ \s? ¥ — dr (i-* 

Durcli Division dieser beiden Gleichungen wird m eliminiert, und 

man erhält y = ^ — a:, das ist die Gleichung eines Durch- 
messers, der die Coordinaten der Mittelpunkte aller Sehnen mit 
dem Richtungscoeefficienten [a genügen. 

2. Satz. Wenn zwischen den Richtungscoefficienten (x und 

V zWeiei Durchmesser die Relation u v = -r- besteht, so halbiert 

jeder die Sehne, die dem andern Durchmesser parallel ist. 
Zwei solche Durchmesser heißen conjugiert. 

Beweis. Es sei der Richtungscoefficieni; der parallelen 
Sehnen |i = tang a und der Richtungscoefficient des diese Sehnen 

halbierenden Durchmessers . = v = tanff ß , dann ist 

|x er ° *^ 
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t ^2 



(i V = tang OL tang ß = -g-. Da sich diese Gleichung nicht ändert, 

wenn man a mit ß vertauscht, so folgt umgekehrt, dass, wenn 
die parallelen Sehnen den Neigungswinkel ß haben, der sie 
halbierende Durchmesser die Neigung a zur X Achse haben muss. 

Es gibt unzählig viele conjugierte Durchmesser; besonders 
erwähnenswert sind die Haupt- und Nebenachse. Die Asymptoten 
sind sich selbst conjugierte Durchmesser. 

Um zu einem gegebenen Durchmesser den conjugierten zu 
berechnen, verfahrt man folgendermaßen. Es genügt, die Halb- 
messer zu betrachten. Gegeben ist z. B. der Halbmesser 
OP = a' = ^~^2~_j_' 2. Die Gleichung dieses Halbmessers ist 

y = ^x = — X oder x y^ — y ar^ = ^. 

^1 

Die Gleichung des conjugierten Halbmessers sei y = v a?, 
wobei lA V = — - sein muss. 

Daher ist v = — - — = — — -, also 

a» |x y^ «2 

y- X* T X Xx y yx 

y = -r-^ ^7 oder ^ ^-£^ ^ ^ 

Die Gleichung der conjugierten Hyperbel ist ^ — j^ "= — 1» 

also die Coordinaten der Schnittpunkte der conjugierten Hyperbel 
mit dem conjugierten Durchmesser 

a b 

^2 =±-j- yi; y2 = ± -^1- 

Es ist daher der conjugierte Halbmesser 
*' = VT+l^oder b- = ''lß+ ^'f (11) 

Die Tangente wird definiert als die Grenzlage einer Secante, 

deren Schnittpunkte mit der Curve sich einander unendlich 

nähern. Darauf beruht die Ableitung der Gleichung der Tangente. 

Es seien M^ (a:^, y^) und üfg (x2^ y-i) zwei Punkte der 
Hyperbel b^x' — a^ y"^ = «^ js^ q\^q ji /^j — a^ y^ __ ^2 j'> qjj^j 

6* x] — a^ yl == a^ 62, Die Gleichung der durch die Punkte 
Jl/i, M2 bestimmten Secante lautet: 

!/-!/[=- ^^~ ^^ (^ — ^i)- 
•^ -^^ X2 — iTi ^^ 
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6' {Xi — x^) («2 + aji) - a« Oi — y,) (y.^ -{- y^) = -Q- 
-^^ .^-i- = , ; ^ — i^, somit 

y — yi ^ — g ^ ^ T — ^ {x — «i) die Gleichung der Secante 

Lässj; man M^ mit ilfj zusammenfallen, also x.2 in a?! und 
^2 in yi übergehen, so verwandelt sich die letzte Gleichung in 

y — Vi = — 2 (^ — ^i) ^^^^ 6^ a? a?! — a^ y y^ = a^ 6- als 

ö yi 

Gleichung der Tagente an die Hyperbel. 

Es folgen nun einige schöne Sätze über Durchmesser und 
Tangenten. 

Satz: Die Tangenten in den Endpunkten eines Durchmessers 
sind dem conjugierten Durchmesser und folglich einander parallel. 

Beweis: Sei der eine Durchmesser y = \i Xj dann ist der 

conjugierte Durchmesser gegeben durch die Gleichung y = ^ x^ 

Die Coordinaten des Schnittpunkten von y = ^i x mit der Hyperbel 
6^ x^ — a^ y'^ = «^ & ' sind : 

+ a 6 "^ öt 6 [X 

^152 = /-,« . « t yu2 



es ist daher die Gleichung der Tangente im Punkte Xi^ y^ 

X x^ y y^ 



a^ b' 



1 oder J- a? — a \i y = a b ^ &- — «- ji'^ ; 



6« b , 

daraus y = -- x J fß — a^ nä . 

\i ar \i a ^ ^ 

Ebenso die Gleichung der Tangente im Punkte ajjj, y^ 

Man sieht, das beide Tangenten denselben Richtungsoeffi- 
cienten haben wie der conjugierte Durchmesser. 

Satz: Zwei beliebige Tangenten der Hyperbel treffen sich 
stets in einem Punkte desjenigen Durchmessers, welcher die 
Verbindungslinie ihrer Berührungspunkte halbiert. 

Beweis: Die Berührungspunkte der Tangenten seien: 
M (iTi, yi) und N (x^t 2/2)7 ^'® Coordinaten ihres ^ Schnitt- 
punktes : 
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ocq = — ^^^ und yo ~ 



^1 t/2 — ^2 yi ^1 Vi — a?2 yi 

Der Halbierungspunkt der Berührungssehne M N hat die 

Coordinaten: 

Es ist nun zu beweisen, dass die Gerade durch die Punkte 
(a?j y^y) und (x^ y') ein Durchmesser ist. 

Dies geschieht nach der Formel ~ — == ~ oder, in- 

y — yj ^ —^0 

dem man den Nenner wegschafft, 

y (x' - x^) - X (y' yJ = x' y^ — Xq y\ 

Wie man sich durch Einsetzen überzeugt, ist in der That 
x' yQ — x^y^ = ^, sodass die Gleichung lautet : 

X — •'^0 

also geht die Gerade durch den Ursprung, ist daher ein Durch- 
messer.*) 



V. Die Asymptoten als Coordinatenachsen. 

Ist die Gleichung der Hyperbel ^ -^y- = 1 in recht- 
winkligen Coordinaten (X, Y) gegeben, und soll man dieselbe 
auf ein schiefwinkliges System (X', Y^) transformieren^ so gelten 
die Transformationsformeln : 

x = x' sin [-| ^^j + y' sin (-^ x y' j, 

y z=z x' sin (x x') 4" y' sin (x y'), 

A A 

Sei nun x x' ^^ — cg ; a? y' = -j- (f , so ist 

X = (x' -{- y) cos 9 und y = ( — x* -\- y') sin 9. 

Die Mittelpunktsgleichung — ^^ -^y = 1 nimmt dann 

folgende Gestalt an: 



*) Die Beweise dieser Safcze gestalten sich viel einfacher und schöner, 
wenn man die Gleichungen der Hyperbel, bezogen auf 2 conjugierte Durch^ 
messer, gebraucht. (Ganter u. Rudio). 

2* 
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5' (X' + yj C0S2 ^ _ «2 ( . ^/ _|_ y')2 gin2 ^ 

sin (f ist bekannt aus tang cp = 



a^ 6- ; cos 9 und 



a . 



Es ist nämlich sin 9 = x J 

cos cp = X a 



sin^ 9 -[- cos^ 9 = x^ (6"^ -\- r?^) ' 

Fig. 4. 

Y 




also X« = ^^-^-, daher sin^^ = ^^2"+ j. 



9 » 



,2 



g .12 ' ^^^ S^^^ eingesetzt 



cos^ 9 = 

(^' + y'f _ (-«=' + yj 

«2 4- h^ «2 _|_ i-. 

a« + ftä e2 



1 oder 



x' y' 



{xy 



«" 



(12) 



Das ist die Gleichung der Hyperbel, bezogen auf die 
Asymptoten als Coordinatenachsen. 

Die Gleichung der Tangente lässt sich ebenfalls entsprechend 
umformen : 

Es ist '^f^ - \y^ 

ar tr 

formationsformeln, die man hier natürlich auch auf x^ und y^ 
anwenden muss, Nvird: 



, =1; mit Rücksicht auf obige Trans- 
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^ y\ + y' ^'i 



; da aber nach (12) e^ = 4 x' y' ist, so folgt 



X 



y 



^ + "^ "T" = 1 ; schreibt man für x' und ^f wieder x und y, 

so ist — 1- -^ — = 1, das ist die Gleichung der Tangente, 

Z x^ l y^ 

bezogen auf die Asymptoten als Achsen. 



Anwendungen. 

1. Aus (12) folgt der Satz: 

Zieht man durch einen Punkt der Hyperbel Parallele zu 
den beiden Asymptoten, so hat das von diesen Parallelen und 
den Asymptoten eingeschlossene Parallelogramm constanten Inhalt. 



2. Die Hyperbel x y 



>2 



werde von der Geraden 



X 



+ 



y 



1 in zwei reellen, von einander verschiedenen Schnitt- 



P 2 

punkten S, und Äj geschnitten. Äj habe die Coordinaten (»i , yj; 

und S.^ (x,, //j); es liat dann der Mittelpunkt der Sehne S^ S^ 

die Coordinaten 

_ «1 + «, _ ^> ] 



y'6 = 



2 

yi + yz 



die man findet, wenn man 




die gegebenen Gleichungen nach x und y auflöst. Das sind aber 
auch die Coordinaten des Mittelpunktes von Tj jTg i^^S' ^) 
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a?3 — 






2 2 ' ^^ "" 2 "~ 2 ' 

daher der Satz: 

Schneidet eine Gerade die Hyperbel in den Punkten S^ 
und iSg, ihre Asymptoten in den Punkten 2\ und Tg? so ist der 
Mittelpunkt der Sehne zugleich der Mittelpunkt des Segmentes 
Ti ^2 und es ist daher Tj 5i = Tg ^^^2 und Sj T^ = S^ I^. 
(Darauf beruht eine Construction der Hyperbel. Siehe unten.) 

3. Verschiebt man die betrachtete Secante g parallel zu sich 
selbst, bis die beiden Schnittpunkte zusammenfallen, so fällt 
offenbar auch der Halbierungspunkt mit ihnen zusammen, und 
es wird aus der Secante eine Tangente, deren Berührungspunkt 

die Coordinanten x = —-. y = -^ hat. 

2 ' ^ 2 

Daraus folgt: 

Satz: Die zwischen den Asymptoten befindliche Strecke 

einer Hyperbeltangente wird im Berührungspunkte halbiert. 



4. Aus X = 



_ P 



_ ff 



und y = -~- folgt durch Multiplication : 



p. q = 4iXy^^(? (nach der Hyperbelgleichung.) 

{NB. p und q sind die Achsenschnitte der Tangente), da- 
her ist der Flächeninhalt des Dreieckes 2\ T^i 

F = -^ p qsm 2 ^ = -^ ^ 2 sin cp cos <f = 



i-(«2+Ä3) «^ 



' = a 6. 



«2+62 

Satz: Jede Tangente einer Hyperbel bestimmt mit den 
Asymptoten derselben ein Dreieck von dem constanten Inhalt 
a b. (Fig. 6.) 

Fig. 6. 




23 



VI. Brennpunktseigenschaften. 

Die Länge der Leitstrahlen ergibt sich aus den Gleichungen : 



e 
ri = — Xi — a = e a?, — a 
^ a ^ * 



Daraus folgt: 



Vx r.y = e'^ X? — a*^ = — ^ - x — a^ = L + x? — a^ , 

A *. 1 2 s — ' * 



a' «2 



Aus der Hyperbelgleichung ist 
X. — a^ = — , also 

/»2 -1^2 /»2 ,*j2 

/•i r^ = ^ + _Zl = J'2 nach (11). 

Daher der 

Satz: Das Product der Leitstrahlen (Brennstrahlen) eines 
Punktes (x^ y^) ist gleich dem Quadrate des zu dem Punkte 
gehörigen Halbmessers. 

Berechnet man die Abstände (ßi und d^) der Brennpunkte 

von der Tangente — ~ a2"' ^^ findet man mit Hilfe der 

Normalform d^ = ~~Tr~'^ cJg = — — r^- (1^)) 

wo b' der zum Radiusvector des Berührungspunktes conjugierte 
Halbmesser ist. Daraus ergibt sich dj. dg ~ — — y2 ^ "^ — ^^ • 

Satz: Das Product der Abstände der Brennpunkte von einer 
Tangente der Hyperbel ist constant, und zwar gleich dem nega- 
tiven Quadrate der halben Nebenachse.*) 

Betrachtet man nur den absoluten Betrag des Productes, 
so ist weiter nach (12) 

'Ji- ^ A; sin C - sin 7, (Fig. 7) 
also ^ = iq oder ^ = n — rj. 



Das nogativü Vorzeichen sagt, dass di und d^ verschiedenes Vorzeichen 
haben, also die Brennpunkte immer auf entgegengesetzten Seiten der Tangente 
liegen. (Gegensatz zur Ellipse.) 
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Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke folgt hier ? = "y), dah er der 
Satz: Die Tangente halbiert den Winkel der beiden Leit- 



linien. 





Fig. 7. 
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Es ergibt sich daraus unmittelbar, dass die Normale den 
Nebenwinkel der Leitstrahlen halbiert. 




Verlängert man (Fig. 8) Fi G^ = d^^ bis die verlängerte 
Tg geschnitten wird, so ist F^ G^ = G^ 77^, ebenso 

7^2 ^2 ^ G2 H2] 
da nun F^ F^ in halbiert wird, ebenso F^ H^ in G^ und 



— 25 



i\ JBTg in G2? s^ ^s** ^"^ Dreiecke jp\ i/j jFg 

und im Dreiecke jF\ jFg ^2 



OG2 — A F2 Hg. 



Nun ist jF\ flg ~ ^\ — ^2 ~ 2 a. 
Also ist 0G,'=0G2==a. 

Satz: Der geometrische Ort der Fußpunkte der Lote, die 
man von den beiden Brennpunkten auf die sämmtlichen Tangenten 
einer Hyperbel fällen kann, ist der mit dem Radius a um den 
Mittelpunkt der Hyperbel beschriebene Kreis. 

VII. Constructionsaufgaben. 

1. Construction der Asymptoten. 
Nach a2 + 62 = ^ ^g, g, 12.) 

2. Construction der Hyperbel. 

a) Die sogenannte Faden construction: Ein Lineal 
(Fig. 9) sei an einem Ende t\ drehbar befestigt. An dem änderen 
Ende B sei ein Faden befestigt, dessen zweites Ende im Punkte 
F2 befestigt ist. Im Punkte F werde der Faden immer so ge- 
spannt, dass BF dem Lineal parallel bleibt. Bei einer Drehung 
des Lineals beschreibt der Punkt F eine Hyperbel. 

Fig. 9. 




Beweis: Es sei F^ F — F^ F -- 

Kommt F nach P', so ist: 

{Fl F - FF') — {F2 F - FP) 



c. 



= c. 
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b) Geometrische C onstruction, beruhend auf der 
1. Definition der Hyperbel:. 

Fig. 10. 




Aus der Gleichung e^ — a^ —- h^ oder e^ = a^ + 6'^ folgt, 
dass e die Hypotenuse jenes rcchtwinkKgen Dreieckes Ist, dessen 
Katheten a und h sind. 

c)Construction der Ordinate zu irgend einem Punkte 
der Abscisse, beruhend auf der Construction des Ausdruckes 
b 



y 



= + 



J x^ — a2 




Man beschreibt (Fig. 11) um als Centrum zwei Kreise 
mit den Radien P = x und OE = 6, zieht AU\ EV \0Y 
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und verbindet mit dem Schnittpunkte N der Geraden A U und 
des ersten Kreises. Es verhält sich 
AN:EQ = OA:OE = a:b und 

EQ= -. AN^ — ^ ic2 — a2 = y. 

Wird PM II Y und (> Jf |! OX gezogen, so ist M der ge- 
suchte Punkt der Hypörbel. U* s. w. 

d) Construction ,> wenn gegeben sind die Asym- 
ptoten und ein Punkt der Hyperbel. 
Dieselbe beruht auf Batz 2 Seite 21. 



Fig. 12. 




Schneidet eine Gerade (Fig. 12) die Hyperbel in den 
Punkten Si und S^^ ihre Asymptoten in den Punkten Ji und T^, 
80 ist der Mittelpunkt der Sehne Si S2 zugleich der Mittelpunkt 
des Segmentes jTi Jg ^"^ es ist daher Si T^ = S^ Tg ^^^ 

Si Tg ^^ ^2 ^1 • 

Man zieht durch S\ eine beliebige Gerade, welche die 
Asymptoten in 7i und T^ trifft ; dann trägt man S\ Ti von 1\ 
aus ab und erhält S.^. 

Dies kann man beliebig oft wiederholen, wodurch man 
beliebig viele Punkte der Hyperbel erhält, von denen jeder 
wieder so benützt werden kann "wie Si . 

NB. Es kann oft bequemer sein, statt Si Ti zu übertragen 
(besonders wenn dieses sehr klein ist) , M S\ - 
machen u. s. f. 



M S2 zu 
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3. Oonstruction der Tangenten: 

Fig. 13. 




M[ (Fig. 13) sei ein Punkt dür Hyperbel, au welcJieii eine 
Tangente gezogen werden soll. 

Um die Construction auszuführen, verkürzt man den Leit- 
strahl 2^2 ^^1 ^^ ^ ^^i ~ i^i ^^i 5 ^^^^ zieht die Symmetrale T 
der Strecke Fi G. 

Dieselbe ist zugleich die Tangente an den Punkt Mi nach 
dem .Satze : Zieht man durch irgend einen Punkt einer Hyperbel 
die Tangente, die Normale und die beiden Leitstrahlen, so halbiert 
die Tangente den hohlen Winkel der beiden Leitstrahlen und 
die Normale den Nebenwinkel. 



VIII. Die Hyperbel als Kegelschnitt. 



= BP.PC und 

/\ABPcKDÄBiPi 
AOPCcsoOPiCi, daher 
BP:BiPi = PA :PiA 
PC:PiCi = OP:OP 



■ I 
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Durch MultlpHcation fol^t: 
BP .PC: J5i Pi . Pi (\ ^PA.OPiPiÄ. OPi 

y"' '• y\ = (2 a + x) X : (2 a + xi ) xi 

Fijr. 14. 




Da PA = AO + 0P=-2a'+x, so folgt 
y" - y' -^/., d. h. 



x(2 a -\~ x.) xi (2 a -|- xi ) 

k ist für alle Punkte des Kegelschnittes gleich, daher: 
y'^ = A: X (2 a 4- x), das ist die Scheitelgleichung der Hyperbel. 
Wie viel complicierter und mühevoller die Methode der 
alten Oeometer war, zeigt der Vergleich dieses Kapitels mit dem 
zweiten Theile dieser Arbeit. 



B. 

Die Methode der Alten. 

Literatur: Apollonii Pergaei, quae graece exstant, edidit Ileiberg. Lipsiae 
1893. 2 Vol. 

Was die principiellen Unterschiede in der Behandhing der 
Kegelschnittslinien nach der analytischen Methode und der Ver- 
fahrungsweise der Alten betrifft, sei auf das in der Einleitung 
zu dieser Arbeit Gesagte verwiesen. 
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Im Folgenden sind nur einige Sätze aus ApoUonius 
behandelt und bearbeitet. 

Der Grund dieses Vorgehens liegt darin, dass einerseits 
auch wenige Beispiele znr Genüge darthuu, auf welchen Um- 
wegen und mit welchem Aufwände von Proportionen u. s. w. 
von den Alten die Sätze bewiesen wurden, dass anderseits durch 
eine ausgedehntere Behandlung dieses Capitels die Geduld des 
geneigten Lesers zu sehr in Anspruch genommen werden müsste, 
ohne dass dadurch der Zweck der Arbeit erheblich gefordert 
würde. 

1. Definition der Hyperbel. 

ApoUonius findet erst später im III. Buche seines Werkes 
über die Kegelschnitte, dass die Differenz der Geraden, die wir 
Brennstrahlen nennen, constant ist. 

Er geht zuerst vom Kegelschnitte aus. 




Auf dem Kreise B E C D (Fig. 15) stehe der gerade Kegel 
mit der Spitze Ä auf. 

/\ A B C ^ei ein Achsenschnitt, D E H ist ein Schnitt 

senkrecht zum Achsenschnitt, so dass B C | D E. F H ist die 

Schnittlinie der beiden durch den Kegel gelegten Ebenen und 
heißt der Durchmesser des Kegelschnittes D H E. 

Der verlängerte Durchmesser F H schneidet die Seite Ä C 
in 1 ; ferner werde durch Ä die Gerade Ä G\\ H F und durch H 
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die Gerade H K I _ H F gezogen. H K soll der Proportion 

genügen: A~G^ : Ä G . G C = H I : H K. 

Nimmt man nun auf dem Kegelschnitt irgend einen Punkt 
Jlf an, und zieht MN\\D E^ ferner durch i\^ die Gerade N P\\ HK, 

zieht IKP, KO\\HN und QP\\HN, dann ist MN'^ = H P, 
d. h. gleich dem Kechtecke, welches mit der Breite H N der 
Strecke H K angefügt ist, vermehrt um das Rechteck K P. 

Beweis: Man ziehe RNS\\BC\ da auch D E\\MN^ so 
ist auch die Ebene, welche durch die Gerade M N und R S gelegt 
wird, der Basis parallel, also ein Kreis mit dem Durchmesser 
J? S. Daraus folgt : 

WN^ = RN.SN, und, da 



ÄG^:BG.GC=H I:HK, ferner 

Ä~(? : BG .GC=^(AG:G q(AG :BG), 
ist auch HI:HK=(AG:GC)(AG:B G). 

Es ist aber: 
AG:GC=IF:FC = IN:NS und 
AG:GB=- HF : FB = II N : NR, - 
daher IHiHK-^ {I N : N S) : (HNiNR). 

• Es ist aber: 
(IN:NS).{IIN:NR) = IN.HN:SN.NR, 
daher 
IN.NII:SN.NR = IH:HK =^ I N : N P. 

Es ist aber: 
INiNP==lN.HN:NP.IIN, 
daher auch 

I N . N H : S N . N R = I N . H N : N P . H N, 
also 

SN.NR=^ NP.NR^MN^] 

so folgt: 

M N^ = N P . H N= HP, was zu beweisen war. 

Da diese Bezeichnung für jeden Punkt M des Kegelschnittes 
gilt, so nennt ApoUonius denselben bizeppoXi] = Uberschuss, da 
man zum Rechteck des Parameters HK noch die Fläohe^K P 
hinzugeben muss, um das Quadrat der Ordinate M N zu erhalten. 

Man sieht, dass die so gefundene Gleichung identisch ist 
mit der Scheitelgleichung: y^ = 2 ^; n -\- q x^ ] (2 p ist der 
Parameter.) 
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2. 

Den ersten Satz inCapitel 4 — „die Mittelpunkte paralleler 
Sehnen einer Hyperbel liegen auf einem Durchmesser*' — spricht 
Apollonius in anderer Form so aus: 

Wird zum Berührungspunkte einer Tangente 
der Durchmesser gezogen, .so halbiert dieser alle 
Sehnen, welche zur Tangente parallel sind. 

Fig. 16. 




Sei Af C die Tangente an eine gegebene Hyperbel und 
OM der zugehörige Halbmesser, ferner NP'jMC^ dann ist 
NQ=^PQ. 

Beweis: RDIEF\\GP. 

Es ist, wie Apollonius nachgewiesen hat 
/\BN E-=AEF D und 
l\BGP = AGST), 
daher auch 
EGPN=EGSF. 

Daraus folgt: 

da PS N F ist, so folgt weiter : 

N Q = P Q, was zu beweisen war. (Apoll. T. 47.) 

3. 

Die Asymptoten werden folgendermaßen eingeführt: 

(Apoll. II. 14.) 



33 — 



Zieht man die Berührungslinie imScheitel der 
Hyperbel, trägt auf derselben die Länge des ihr 
parallelen Durchmessers auf und verbindet den so 
erhaltenen Punkt mit dem Mittelpunkte der Hy- 
perbel, so trifft diese Verbindungslinie mit der 
Curve nicht zusammen. 

Sie heißt Asymptote, weil sie, in's Unendliche verlängert, 
sich der Curve beständig nähert, so dass die Entfernung kleiner 
wird als jede noch so kleine Strecke x. 

yig. 17. 




A D und A B seien die Asymptoten. (Fig 17.) 

Zieht man B D\\D E, und A H, 

so verhält sich, weil C G. G E = 1) F. F B ist, 

GE:DF=FB:CG. 

Nun ist G E-y DI, 

also auch F B ~/ C G. 

Es werden aber auch die folgenden Distanzen beständig 
kleiner; denn 

sei z. B. B I /_ Y. {% gegeben) 
so ziehe man I M\A B und N LIB D, 

M liegt auf der Hyperbel, da jede zur Asymptote parallele 
Gerade die Hyperbel in einem Punkte schneidet. Es ist somit 

MN=BI L-^' 

4. 

Im IV. Buche § 46 stellt Apollonius folgenden Satz auf: 

Wenn ein Hyperbelzweig den einen Zweig 

einer andern Hyperbel in drei Punkten schneidet, 

3 



— 34 — 

so schneiden die zugeordneten Zweige einander 
nur in einem Punkte. 

Fig. 18. 




Eine Hyperbel sei Ä B C und D E F, 
die andere AMBC und D E K 

Schneiden einander A B C und AMBC in den Punkten 
A^ B und C, so schneiden einander die zugeordneten Zweige 
nur in einem Punkte. Angenommen, letztere würden einander in 
zwei Punkten D und E schneiden, so ziehe man A B und V E\ 
diese sind entweder parallel oder nicht. 

a) Sie seien parallel. (Fig. 18). 

Apollonius beweist im II. Buche § 26, dass in diesem Falle 
die Verbindung ihrer Halbierungspunkte G H ein Durchmesser 
ist. (Vergl. diese Arbeit Seite 16: „Die Mittelpunkte paralleler 
Sehnen'' etc.) 

Fig. 19. 




— 35 — 

Zieht man C N\ Ä B^ so schneidet diese die beiden Zweige 
in zwei verschiedenen Punkten P und 0; daher ist in PA MB 
C X = N P; in der Hyperbel ABC aber 
C X = X 0, was nicht sein kann. 

b) AB und DE seien nicht parallel. (Fig. 19). 
A B und I) E schneiden sich in der Verlängerung im Punkte P. 
C sei parallel A P und schneidet i) P in der Yerlängerung;^ 
in P ; AB und D E werden in den Punkten G und H halbiert. 
Durch H und G werden die Durchmesser H S I^ GL J/, und 
an die Punkte i, L, M die Tangenten / Y T, M Y und L T 
gezogen. 
IT D P, L T AP, MY OB. 

Weil ITr^ : TT = A PXFß'D PX P E, 

verhält sich auch 



M Y^:YP = XRX PC:D RXRE und 

TT^ : TT= ORXPCiXRXPC, was unmöglich ist. 



